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0.2 Le développement

Théoréme 0.1.

feSMR) VxeR Zf(x +n)= Zf(n) exp(2imnx)

nez

Proof. Etapes :
1/ g(x) := > ,cz f(x +n) est bien définie, continue 1 périodique

~

2/ em(g) = f(m)
3/VxeR g(x) =), czcnlg)exp(2imna)

Etapel IM >0a>1VzeR |f(z) < X4

(1+[z)>
Soit A>0et |n|>2AVre[-A,Alona|z+n|>n|—|z|>n|—|z|>n-A4A>
nl/2. .
donc ‘f(flf)’ S W.



donc >, f(z + n) converge normalemenbt sur tout les compacts de R, donc g est
continue.
Enfin g(x 4+ 1) = g(z) (changement de variable dans la somme).

Etape 2
cm(9) = fo t) exp(—2immt)dt (1)
fo nez f(t +n)exp(—2immt)dt (2)
- donez fo f(t +n)exp(—2immt)dt (3)
= ZneZ an f(t) exp(—2imrmt)dt (4)
= fo t) exp(—2immt)dt exp(—2immt)dt (5)
- f(m) (6)

Etape 3 Montrons que 3 |f(n)| < co. En effet :

S = 1FO)] 4 S (7)
< No(f) + Na(f) ez 1/n? < o0 (8)

donc Vx € R ), cp(g) exp(2imma) — f(x)
Comme g continue et sa série de Fourier converge absolument, alors g est somme de
sa série de Fourier, donc g(x)=f(x). O

0.3 Application 1 : Théoreme d'échantillonage de Shannon

Proposition 0.2. A: S(R) = R;¢ = >, ¢(n)
Alors A€ §" et A = A.

Proof. A linéaire.
Soit ¢ € S, alors A(¢) < (72/3 + 1)Na(¢) donc A € §'.
Enfin < A, ¢ >=< A, ¢ >= S ¢(n) = X ¢(n) =< A, ¢ > donc A = A. O

Théoreme 0.3. Shannon X
f — fA est injective sur S N BL?, et f = f_l(l}_l/Qvl/Q[fA)

Remarque : en fait vrai sur BL? tout entier, mais trop long/dur & monter.

Proof. 1/ Heuristique et preuve pour f € SN BL.

2/ Pour info, le schéma du cas général pour f € BL?

2.a/ On montre 3¢, € SN BL? — f en norme 2.

2.b/ On montre que dans BL?, convergence en norme 2 implique convergence en
norme ||.||oo-

2.c/ Conclure



Heuristique pour S € BL? Considérons f : R — R un signal physique (sonore par
exemple), que I'on échantillonne, c’est a dire mesure & intervalles régulierement espacés.
On a donc une collection {f(k), k € Z} de mesures expérimentales, et on veut retrou-
ver (recomposer) f a partir de ces mesures.
Supposons f € S. Alors la donnée des {f(k), k € Z} équivaut a celle de :

FA=Y"¢(k)ok
k

(produit de SxS’ défini un élément de S’)

A = ¢xA =3 ¢(k+.) (convolution de S5’ définie une fonction C*° & décroissance
au plus polynomiale en I'infini)

Donc en TF, multiplier par A (ie échantillonner) revient a ajouter les spectres de ¢
mais décalés de 1.

Montrer sur un schéma que si le spectre a une largeur plus grande que 1, on a
recouvrement et donc on ne peut pas retrouver la fonction de départ par TF inverse
(pas injectivité).

Pas de pb si f est dans BL?.

Exemple du cycliste (roue tourne a l'envers) et du son (bande de fréquence entre
20Hz et 20kHz).

Cas général a/ Par densité de S dans BL?, ¢, € S — f en norme 2. Donc par
Plancherel, ¢,, € S — f. )
Par contre, les ¢, ne sont & priori pas dans BL%. Définissons ¢, tel que :

@bn = anEn

ou Z, est une fonction plateau valant 0 en dehors de [—1/2,1/2] et 1 sur [-1/2 +
1/n,1/2 —1/n]. Alors :

||6n — fll2 = ||én — fll2 par Plancherel 9)
= HQSnEn - f||L2(I) (10)
—n 0 par convergence dominée (11)
b/

lu(z)| —/ﬁ(y) exp(2imxy)dy cara € L' (12)

I
<||a[| 2y 1] 2 (1) par Cauchy Schwarz (13)
<||u|2 par Plancherel (14)
(15)

[lulleo < full2

Donc convergence en norme 2 implique convergence en ||.||so-



0.3.1 Compléments

Proposition 0.4.
BL?:= {f € L?: f = Opresque partout en dehors de ]-1/2,1/2[}

BL? est un Hilbert, de base (sinc). Toute fonction de BL* admet un représentant
continu.

0.4 Formule de Jacobi
Proposition 0.5.

Vs >0 Zexp(—an.s) =5 /2 Zexp(—ﬂk‘Q/s)
nez kEZ

Proof. Poisson & f(x) = exp(—ax?)

A . 1 .
Vn € Z f(n) = / efoé2€72z7rntdt _ / 67U2€72m—nu/\/&du _ \/?eﬂ.2n2/a
R a Jr «

Remarque : O(z) =, oz 2" (fonction théta de Jacobi), alors

V50(e ™) = ©(e*)

Alors le comportement de © en x=1 est lié a son comportement en x=0.

Proposition 0.6. Godement, Analyse II, p.367
0(z) := Zexp(m’rﬂz) Im(z) >0

0(~1/z) = (2/i)'/%6(2)

Proof. Plusieurs étapes

Notations et position du probleme Posons f(t,z) := et et z=x+iy. On a alors
F(t2)] = e ™8| = g ot g = e,

Siy <0 alors ¢ > 1, donc > |f(t,2)| diverge. Par contre, si y > 0, alors ¢ < 1 et la
somme converge, car & z fixé (de partie imaginaire positive), f(¢,2) = O(t™") quand t
tend vers l'infini, quelque soit N positif.

flu,2) = / e~ 2imut mizt® gy /g(t, z)dt
R



Holomorphie sous [ Posons Q := {z € C: Im(z) > 0}. Pour z fixé dans Q, la fonction
t — g(t, z) est intégrable sur R. Pour t réel, z — g¢(¢,z) est holomorphe. Enfin, on a
majoration sur tout compact : soit H compact de €2, alors Im(z) > m > 0 et donc

Vze H:VteR |g(t,2)| = e T < pmmmt?

Donc par holomorphie sous [, f (u, z) est holomorphe sur 2 (u étant fixé).

Prolongement analytique Pour z=iy (imaginaire pur, avec y > 0), on retrouve avec
bonheur la transformée de Fourier d’une gaussienne.

f(u,iy) = [ e 2mulenyt?dt
_ f672i7ruy_1/2t677rt2u71/2dt

—~~ o~
—_ =
~N D
~— ~—

:yfl/Qefmﬂ/y (

—
0]
~

(changement de variable ¢ — y~1/2t puis on retrouve la TF de e~ en yy Y/ ),
Posons
F(u,z) = (2/i)" Y2 exp(—miu?/2)

Ou l'on a utilisé la racine carré complexe. Pour z € €2, z/i = £ avec Re(§) > 0, et

§7Y2 = g2 farg()| <

(2/0)!2 = |2| 7127?29 arg(z/i)| < m
arg(z/i) =arg(z) —m/2 0<arg(z)<mw
Application de la formule de Poisson On a
Z exp|miz(t +n)?] = (z/i) Y% exp(—min?/z + 2innt)
On a bien la formule souhaitée. Au passage, on utilise :

im(z) > 0= Im(-1/z) >0

0.4.1 Compléments

Proposition 0.7. TF de la gaussienne

a>0 / e tinteo—aa® g, T —n?/a
R a
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